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LES CHEMINS DE SCHRO¨DER
(RAPPORT DE STAGE, E´TE´ 2014)
NANCY WALLACE
J’aimerais d’abord remercier Franc¸ois Bergeron pour ses communications person-
nelles. Elles sont la re´fe´rence principale de ce document. Les re´fe´rences seront note´es
seulement si ce n’est pas le cas.
Apre`s avoir pose´ les de´finitions ne´cessaires a` la compre´hension du sujet, nous
discuterons de statistique d’inversion diagonale dans les r-Schro¨der, de chemins de
stationnement dans les r-Schro¨der a` pente entie`re et nous de´velopperons une formule
pour les chemins de Schro¨der ayant une fraction unitaire comme pente.
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2 NANCY WALLACE
1. De´finitions
De´finition 1 : Un pas, est un de´placement d’une longueur pre´de´termine´e, d’un
point a` coordonne´es entie`res vers a` un autre point a` coordonne´es entie`res, dans le
plan carte´sien.
De´finition 2 : Un chemin de Schro¨der est une suite de pas de´butant en (0, n)
et se terminant en (n, 0) sans jamais passer au-dessus de la droite passant par (0, n)
et (n, 0). De plus, les seuls pas autorise´ sont (0,−1), dit vers le bas (certains auteurs
disent aussi vers le sud), (1, 0) dits vers la droite (vers l’est) ou (1,−1) un pas
diagonal. Ceci nous ame`ne naturellement a` la de´finition suivante.
De´finition 3 : Un chemin r-Schro¨der est une suite de pas de´butant en (0, n) et
se terminant en (rn, 0) sans jamais passer au-dessus de la droite passant par (0, n)
et (rn, 0). De plus, les seuls pas autorise´ sont (0,−1), dit vers le bas, (1, 0) dits vers
la droite, ou (r,−1) un pas diagonal.
Ces de´finitions impliquent clairement que le chemin est entie`rement compris dans le
triangle (0, 0), (0, n), (rn, 0). De plus, avec cette de´finition on remarque qu’un chemin
de Dyck est un chemin de Schro¨der n’ayant pas de pas diagonal.
Notation 1 : Notons Schn,d, l’ensemble des chemins de Schro¨der ayant n − d pas
diagonaux et Schrn,d , l’ensemble des chemins r-Schro¨der avec n − d pas diagonaux.
L’ensemble des r-Dyck est note´ Dyckrn, donc Dyck
r
n = Sch
r
n,n. Enfin, l’ensemble des
chemins r-Schro¨der est note´ Schrn.
De plus, la formule suivante donne le nombre de chemins, ayant n− d pas diago-
naux :
| Sch rn,d| = S
r
n,d =
1
dr + 1
(
n
d
)(
dr + n
n
)
.
Remarquons que pour d = n ceci correspond au nombre de Fuss-Catalan donne´
par :
|Dyck rn | =
1
nr + 1
(
nr + n
n
)
= | Sch rn,n|.
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De´finition 4 : Une ligne i est comprise entre la droite i et la droite i + 1. Ici les
droites sont nume´rote´es du haut vers le bas de fac¸on a` ce que la premie`re soit la droite
horizontale passant par (0, n) et la droite n+1 est l’axe des X . Soit α ∈ Schrn,d, l’aire
gauche d’une ligne, note´e airegi(α), est le nombre de carre´s pleins se trouvant entre
l’axe des Y et le chemin α.
Notation 2 : Soit α ∈ Schrn,d . Pour une range´e i ayant une aire gauche de valeur
k, notons k l’aire gauche de cette range´e si le chemin entre la ligne i− 1 et la ligne i
est un pas vers le bas et notons k¯ l’aire gauche de cette range´e si le chemin α entre
la ligne i et la ligne i+ 1 est un pas diagonal. Par abus de notation, la suite de ces
aires est note´e α, car cela donne un codage bijectif des chemins de Schro¨der et nous
pouvons identifier de fac¸on unique α a` ce codage.
Ligne
1
2
3
4
5
Aire gauche
0
0¯
2
3
5¯
Chemin de Schro¨der α ∈ Sch2
5,2
de codage 00¯235¯
De´finition 5 : Pour α ∈ Schrn,d, l’ aire de la ligne i, note´e airei(α) est le nombre
de pas vers la droite situe´ sur la i-e`me ligne entre le chemin α et la droite passants
par (0, n) et (rn, 0).
De´finition 6 : Pour α ∈ Schrn,d , l’aire de α note´ aire(α) est la somme :
aire(α) =
n∑
i=1
aire i(α).
On a pour cet air la formule :
aire(α) = r(i− 1)− |ai|, ou` , ai = aireg i(α), |ai| = ai et |a¯i| = ai.
4 NANCY WALLACE
Ligne
1
2
3
4
5
Aire
0
1
3
0
0
Chemin de Schro¨der α ∈ Sch25,1 d’aire aire(α) = 0 + 1 + 3 + 0 + 0 = 4
2. Statistique d’inversion diagonale
De´finition 7 : Les q-analogues respectifs de n, n!,
(
n
k
)
sont les polynoˆmes a` coeffi-
cients entiers positifs :
[n]q := 1 + q + q
2 + · · ·+ qn−1,
[n]!q := [1]q · [2]q · · · [n]q,(
n
k
)
q
:=
[n]!q
[k]!q[n− k]!q
.
De plus, nous de´finissons le symbole de Pochamer par :
(a; q)n := (1− a)(1− aq) · · · (1− aq
n−1)
De´finition 8 : Pour α = a1a2 · · · an ∈ Schn,d, la statistique d’inversions diagonales
note´e dinv(α) (r=1) est le cardinal de l’ensemble :
dinv(α) = |{(i, j)| i < j, ai pas barre´ et aire i(α) = aire j(α) ou
aj pas barre´ et aire i(α) = aire j(α) + 1}|.
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De fac¸on e´quivalente :
dinv(α) =


1 si aire i(α)− aire j(α) = 0, ai pas barre´,aj barre´ et i < j,
1 si 0 ≥ aire i(α)− aire j(α) ≥ 1, ai pas barre´,aj pas barre´ et i < j,
1 si aire i(α)− aire j(α) = 1, ai barre´,aj pas barre´ et i < j.
Il a e´te´ de´montre´ dans [2] 1, aux pages 10-12, que :
S n,d(q, 1/q) = q
(n2)−(
n−d
2 )
∑
α∈Schn,d
qaire(α)−dinv(α)
=
1
[d+ 1]q
(
n
d
)
q
(
d+ n
n
)
q
=
(
qn+d; 1/q
)
n
[d+ 1]q(n− d)!qd!q(1− q)n
,
De´finition 9 : Dans [3], a` la page 49, et dans [4], a` la page 9, la statistique d’inversion
diagonale de Haiman pour α ∈ Dyck rn , est de´fini comme :
dinv(α) =


r − airei(α) + airej(α) + 1 si 1 ≤ airei(α)− airej(α) ≤ r, i < j,
r + airei(α)− airej(α) si − r + 1 ≤ airei(α)− airej(α) ≤ 0, i < j,
0 sinon.
Dans [3] on discute du fait que :
Crn(q, 1/q) =
∑
α∈Dyck rn
qaire(α)−dinv(α)
Notons que C1n(q, 1/q) = Sn,n(q, 1/q).
Soit α ∈ Schrn,d, avec aireg(α) = a1a2 · · · an. Nous cherchons une extension de dinv
tel que nous ayons :
S
r
n,d(q, t) =
∑
α∈Schrn,d
qaire(α)tdinv(α),
S
r
n,d(q, 1/q) = q
w
∑
α∈Schrn,d
qaire(α)−dinv(α) =
1
[dr + 1]q
(
n
d
)
q
(
dr + n
n
)
q
,
ou` w =
(
n
2
)
−
(
n−d
2
)
si r = 1 et w = 0 si d = n.
1. Dans la re´fe´rence d est le nombre de pas vers le bas.
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Dans le cas d = 1 des expe´rimentations sugge`rent de poser :
dinv(α) =


1 si aire i(α)− aire j(α) = 0, ai pas barre´,aj barre´ et i < j,
0 si − 1 ≥ aire i(α)− aire j(α) ≥ −r + 1, ai pas barre´,aj barre´ et i < j,
0 si aire i(α)− aire j(α) = 0, ai barre´,aj pas barre´ et i < j.
Remarque : Dans le cas d = 1 si ai est barre´ et aj n’est pas barre´ alors :
aire i(α)− aire j(α) = 0,
est la seule possibilite´. Donc, la de´finition due dinv est e´quivalente a` celle de Haglund
pour r = 1. Le cas ou` ai et aj ne sont pas barre´s ne se produit pas, donc la de´finition
du dinv de Haiman n’est pas implique´e. Puisque d = 0 est trivial et d = n est de´fini
par Haiman, nous avons alors une de´finition qui fonctionne pour tout r et tout d
lorsque n = 2.
Malheureusement cette de´finition ne nous donne pas :
∑
α∈Schrn,1
qaire(α) =
∑
α∈Schrn,1
qdinv(α).
Nous n’avons donc pas non plus S rn,1(q, t) = S
r
n,1(t, q).
Nous verrons a` la section suivante qu’il n’existe aucune extension de dinv tel que
S rn,1(q, t) = S
r
n,1(t, q) pour tout r.
3. Fonctions de stationnement
sur les chemins de Schro¨der a` pente entie`re.
De´finition 10 : Une r-fonction de stationnement est une suite de longueur n
contenant des k ou k¯, k ∈ N, possiblement distinct. Pour lequel il existe un chemin
α ∈ Schrn,d correspondant au re´ordonnement croissant de la suite.
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Notation 3 : L’ensemble des fonctions stationnement associe´es au chemin α est
note´ P(α) et conside´rons les ensembles :
P
r
n,d =
⋃
α∈Schrn,d
P(α) et P
r
n =
n⋃
d=0
P
r
n,d.
Pour deux chemins α et β distinct les ensembles P(α) et P(β) sont clairement
disjoints. De plus, la cardinalite´ de P rn,d est donne´e par la jolie formule :
n!
d!
(
d(r − 1) + n+ 1
n− d
)
(d(r − 1) + n+ 1)d−1.
Les r-fonctions de stationnement peuvent eˆtre vues comme des fonctions de pre´fe´rences
ayant d places re´serve´es. Dont l’ordre correspond a` l’ordre d’arrive´e. Donc pour
chaque fonction de stationnement, disons P, nous pouvons associe´ un unique chemin
α et une unique permutation σ tel que P = σ(α).
Ligne
1
2
3
4
5
Aire gauche
0
0¯
2¯
4
4
Chemin de Schro¨der associe´ a` la fonction de stationnement P = 0¯4042¯ ∈ Sch2
5,2
e´tiquete´ par σ ∈ S5 tel que P = σ(α), σ = 31542.
1
2
3
4
5
Proposition 1 : Il n’existe aucune de´finition de dinv sur les r-Schro¨der, rendant
S rn,d(q, t) syme´trique pour tout r.
Preuve : Par contradiction, supposons que S 22,1(q, t) = S
2
2,1(t, q).
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Puisque les chemins de Sch22,1 sont :
Aire : 0Aire : 0 Aire : 1 Aire : 2
Nous aurions alors :
2 + q + q2 =
∑
α∈Sch22,1
qaire(α) = S
2
2,1(q, 1) = S
2
2,1(1, q) =
∑
α∈Sch22,1
qdinv(α).
Donc en particulier nous avons l’e´galite´ de multi ensembles suivante :
{aire(α)|α ∈ Sch 22,1} = {dinv(α)|α ∈ Sch
2
2,1} = {0, 0, 1, 2}.
Posons :
aire(α1) = 0, aire(α2) = 0, aire(α3) = 1, aire(α4) = 2.
Puisque nous pouvons conside´rer les fonctions de stationnement comme e´tant la
permutation de multi ensembles ayant la proprie´te´ que :
|{P(i) = k : i ∈ [0, · · · , n]}| ≤ n− k.
ou` P ∈ P de longueur n et P(i) donne la valeur a` la position i + 1. Puisque les
chemins a` pente entie`re ont toujours cette proprie´te´ nous pouvons alors conside´rer
0012 dans Sch14,4 et nous avons alors que :
(dinv(α1), dinv(α2), dinv(α3), dinv(α4)) ∈ P(0012).
Nous trouvons la contradiction en ve´rifiant les sur 12 possibilite´s P ∈ P(0012)
que :
qw(
4∑
i=1
qaire(αi)−P(i)) 6= 1 + q + q2 + q3 = [4]q =
1
[2 + 1]q
(
2
1
)
q
(
2 + 2
2
)
q
, w ∈ Z
Cette ve´rification est faite a` l’annexe 1.
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4. Fonctions de stationnement sur les chemins
sans diagonale incluse dans un pentagone rectangle.
De´finition 11 : Un chemin de Schro¨der ayant une fraction unitaire comme pente,
nomme´e r-FSchro¨der est une suite de pas de´butant en (0, nr) et se terminant en
(n, 0) sans jamais passer au-dessus de la droite passant par (0, nr) et (n, 0). De plus,
les seuls pas autorise´ sont (0,−1), dit vers le bas (certains auteurs disent aussi vers
sud), (1, 0) dits vers la droite (vers l’est) ou (1,−r) un pas diagonal.
Dans un chemin de Schro¨der, la forme entre deux diagonales non conse´cutive est
un pentagone rectangle possiblement de´ge´ne´re´. Afin d’e´tablir une formule comptant
les chemins de stationnement dans les r-FSchro¨der, nous allons dans cette section
e´tablir une formule comptant le nombre de chemins de stationnements sans diago-
nale sont dans un pentagone. Nous cherchons donc combien de permutations sont
possibles sur la donne´e d’aire gauche des chemins contenus dans un pentagone et
compose´s uniquement de pas vers le bas et de pas vers la droite.
Conside´rons la forme de´finie par :
P = {(0, 0), (0, a), (b, 0), (b, q), (p, a)}
tel que : a, b, q, r ∈ N, p ∈ R+,
1
r
=
q − a
p− b
, si p− b 6= 0, q − a 6= 0 et a ou b non nul.
Par abus nous nommerons cette forme un pentagone, mais plusieurs cas sont pos-
sibles :
Cas 1 un segment vertical ou un segment horizontal.
Cas 2 un rectangle.
Cas 3 un triangle, un trape`ze ou un pentagone dans ce cas notons 1/r la pente de la
droite passant par (p, a), (b, q).
a
p
q
b
Remarquons d’abord que dans le cas 2 l’aire gauche est comprise entre 0 et B, il
y a donc B + 1 possibilite´s. Comme pour tout chemin α contenu dans ce rectangle
aireg(α) est une suite unique de a nombre, parmi {0, · · · , b}, en ordre croissant. Nous
avons (b+1)a arrangements, donc (b+1)a permutations sur l’ensemble des chemins.
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De plus nous pouvons e´galement remarquer que le cas 1 est inclue dans ce cas, car
si a = 0 nous avons (b+ 1)0 = 1 et si b = 0 nous avons (0 + 1)a = 1.
Dans le cas 3, si a ≤ r et q = 0 le seul pas possible dans la dernie`re colonne est le
pas allant de (b − 1, 0) vers (b, 0) puisque la pente est de 1/r ≤ 1. Donc le nombre
de chemins possible est contenu dans le rectangle (0, a), (0, 0), (b− 1, 0), (b− 1, a) et
par ce qui pre´ce`de le nombre de permutations de l’aire de ses chemins est donne´ par
(b− 1 + 1)a = ba.
Si a− q ≤ r et q 6= 0, alors pour les meˆmes raisons que pre´ce´demment les chemins
sont contenus dans l’e´querre (0, a), (0, 0), (b, 0), (b, q), (b− 1, q), (b− 1, a). Donc tout
chemin doit avoir un pas vers la droite de´butant par (b−1, i), ou` i ∈ {0, Q}. Comme
l’ensemble des valeurs possible pour l’aire gauche d’une ligne avant un pas vers la
droite est disjoint de l’unique valeur possible pour l’aire gauche d’une ligne apre`s un
pas vers la droite, nous pouvons faire le produit de combien de fonctions stationne-
ments sont possible avant le pas droit avec la binomiale de comment permuter les
deux ensembles.
Si a− q > r et p n’est pas entier la premie`re ligne ou il est possible d’avoir un pas
vers la droite dans le triangle (p, q), (p, a), (b, q) est donne´ par la formule a− q+(1−
b+ ⌊p⌋)r. Donc si le pentagone n’est pas de´ge´ne´re´ en un rectangle tout chemin doit
avoir un pas vers la droite de´butant par (⌊p⌋, i), ou` i ∈ {a−q+(1−b+⌊p⌋)r, · · · , a}.
Clairement cette formule fonctionne e´galement si p est un entier.
Comme l’ensemble des valeurs possible pour l’aire gauche d’une ligne avant un
pas vers la droite est disjoint de l’ensemble des valeurs possible pour l’aire gauche
d’une ligne apre`s un pas vers la droite, nous pouvons faire le produit de combien de
fonctions de stationnement sont possible avant le pas droit, combien sont possible
apre`s et comment permuter les deux ensembles.
Dans tous les cas, la partie de droite est de largeur b− ⌊p⌋ − 1 qui est strictement
plus petite que b et de hauteur q + (b− ⌊p⌋ − 1)r qui est strictement plus petite que
a, car autrement nous aurions :
(b− p)r > (b− p− 1)r ≥ (b− ⌊p⌋ − 1)r ≥ a− q = (b− p)r.
Donc le processus prend au plus le maximum de a− q ou b e´tapes.
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Nous obtenons alors la formule re´cursive :
G(a, b, p, r, q) =


(b+ 1)a si P de´finie un rectangle,
q∑
w=0
ba−q+w
(
a
q−w
)
si a− q ≤ r,
q∑
w=0
(⌊p⌋ + 1)a−w(b− ⌊p⌋)w
(
a
w
)
+
q+(b−⌊p⌋−1)r∑
t=q+1
(⌊p⌋ + 1)a−t
(
a
t
)
G(ξ) sinon,
ou` ξ = (t, b− ⌊p⌋ − 1, b− ⌊p⌋ − t−q
r
− 1, r, q). Il importe de remarquer que si a = 0
ou b = 0 cette formule est bien de´finie, mais qu’elle ne l’est pas si a = b = 0.
Proposition 2 : G compte le nombre de fonctions de stationnement dans un penta-
gone possiblement de´ge´ne´re´ ayant une fraction unitaire comme pente.
Preuve : Par construction ∞OO⌣•
De fac¸on analogue on trouve pour un pentagone a` pente entie`re :
E(a, b, p, r, q) =


(b+ 1)a si P de´finie un rectangle,
q∑
w=0
ba−q+w
(
a
q−w
)
si a− q ≤ 1,
q∑
w=0
(p+ 1)a−w(b− p)w
(
a
w
)
+
a−1∑
t=q+1
(p+ 1)a−t
(
a
t
)
E(ξ) sinon,
ou` ξ = (t, b − p − 1, (a − t)r − 1, r, q). Il importe de remarquer que si a = 0 ou
b = 0 cette formule est bien de´finie, mais qu’elle ne l’est pas si a = b = 0.
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5. Fonctions de stationnement sur les r-FSchro¨der
Soit r ∈ N telle que 1/r soit la pente du triangle rectangle contenant le chemin et
n la largeur de la base. Nous avons donc que nr est la hauteur. Et soit d le nombre
de pas qui descendent. Il est facile de remarquer que le nombre de chemins est e´gal
a` ceux contenus dans Schrn,d.
Les fonctions de stationnement sur les r-FSchro¨der (chemins de Schro¨der ayant
une fraction unitaire comme pente), peuvent alors eˆtre vues comme des fonctions de
pre´fe´rences ayant d/r sections re´serve´es. Dont l’ordre correspond a` l’ordre d’arrive´e.
Donc pour chaque fonction de stationnement, disons P, nous pouvons associe´ un
unique chemin α et une unique permutation σ tel que P = σ(α).
Range´e Aire gauche
1
2
3
4
5
6
0
0
0¯
0¯
2¯
2¯
6
2
4
3
5
1
Chemin de Schro¨der associe´ a` la fonction de stationnement P = 2¯00¯0¯2¯0
Remarquons d’abord qu’il y a toujours un multiple de r lignes diagonales conse´cutives
dans les r-FSchro¨der. De plus, la valeur de l’aire gauche d’une diagonale (d’une valeur
barre´e) est toujours pre´sente exactement r fois. En effet, le chemin ne peut changer
de direction que lorsqu’il est sur une coordonne´e a` valeur entie`re et la pente e´tant de
1/r nous devons donc avoir r pas diagonales pour atteindre une autre coordonne´e a`
valeur entie`re. Donc dans ce type de chemins si d n’est pas un multiple de r alors il
y a aucun chemin. De plus, si nous avons 2r diagonales conse´cutives les r premie`res
ne peuvent pas avoir la meˆme valeur que les autres, car r diagonales e´quivalentes a`
r pas qui descendent et un pas vers la droite.
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Ainsi si nous connaissons le nombre de permutations de l’aire gauche qui sont
possible pour les parties non diagonales il suffit de le multiplier par le multinoˆme :
(
nr
d, r, · · · , r︸ ︷︷ ︸
n-d/r fois
)
Remarquons que les parties non diagonales sont aux nombres d’au plus d+d/r, car
nous devons ajouter d pas vers le bas et d/r pas vers la droite. Et que celles-ci sont
toute des pentagones possiblement de´ge´ne´re´s vue a` la section 4. Et sont partage´es
parmi (nr − d)/r = n − d/r groupes de r diagonales conse´cutives. De plus, pour
un partage en i pentagones ayant une diagonale entre eux, nous avons une fac¸on de
partager les n − d/r groupes de diagonales de fac¸on a` commencer et terminer par
des diagonales, donc en i + 1 parties (respectivement, commencer et terminer par
des sous-chemins sans diagonales donc en i − 1 parties) et deux fac¸ons de partager
les n − d/r groupes de diagonales de fac¸on a` avoir des diagonales au de´but et un
pentagone a` la fin ou un pentagone au de´but et des diagonales a` la fin, donc en i
parties.
Donc pour obtenir i pentagone de´ge´ne´re´ le nombre de fac¸ons de partager les n−d/r
pas en i parties est e´gale a` :
(
n− d/r − 1
i− 1
)
+ 2
(
n− d/r − 1
i
)
+
(
n− d/r − 1
i+ 1
)
=
(
n− d/r + 1
i+ 1
)
En utilisant deux fois la re`gle de Pascal.
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Notation 4 : µ  (n, k) est la notation pour une composition, µ = µ1, · · · , µk, de n
avec des ze´ros en k parties, ou` µi ∈ N.
Exemple : [0, 3], [3, 0], [1, 2]  (3, 2), car 0 + 3 = 3, 3 + 0 = 3, 1 + 2 = 3 sont des
sommes e´gales a` trois contenant toutes exactement deux termes.
Comme la se´paration par des diagonales assure que chaque partie prend ses valeurs
pour l’aire gauche de ligne dans des ensembles disjoints. Le nombre de permutations
d’aire gauche pour i pentagones ayant au total d pas vers le bas et d/r pas vers la
droite est donne´es par :
F i =
∑
α(d,i)
β(d/r,i)
(
d
α
) i∏
k=1
G(v)χ(αk 6=0 ou βk 6=0)χ(∑kj=1 αj−rβi≥0
),
ou` v = (αk, βk,min(βk,
∑k−1
j=1
αj
r
− βi), r,
∑k
j=1 αj − rβi) et χ est le boole´en donnant
1 si c’est vrai et 0 si c’est faux.
Notons que dans G la valeur de p est le minimum de βk,
∑k−1
j=1
αj
r
− βi, car la
hauteur de la partie qui pre´ce`de est
∑k−1
j=1 αj et comme les chemins dans le pentagone
ne doivent pas de´passer la diagonale principale qui a une pente de 1/r nous devons
avoir au plus
∑k−1
j=1
αj
r
− βi, mais comme il est impossible d’avoir des pas vers la
gauche p doit eˆtre d’au plus βk. Si la somme des βi jusqu’a` k fois r est strictement
plus petite que la somme des αi jusqu’a` k, nous avons que βk ne croise pas la diagonale
principale donc la valeur de q qui est la hauteur a` laquelle on a plus de diagonales
principales est bien
∑k
j=1 αj− rβi. De plus χ(∑kj=1 αj−rβi≥0
) nous assure que la valeur
de q soit positive, car le contraire serait absurde et χ(αk 6=0 ou βk 6=0) nous assure que
nous avons bien i pentagones.
k−1∑
i=1
αi
k−1∑
i=1
βi
αk
βk
r(
k∑
i=1
βi) =
k∑
i=1
rβi
P
Q
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Proposition 3 : Le nombre de fonctions de stationnement associe´ aux r-FSchro¨der
est donne´ par la formule :
Psch rn,d =
(
nr
d, r, · · · , r︸ ︷︷ ︸
n-d/r fois
) d+d/r∑
i=0
(
n− d/r + 1
i+ 1
)
F i,
=
(
nr
d, r, · · · , r︸ ︷︷ ︸
n-d/r fois
) d+d/r∑
i=0
(
n− d/r + 1
i+ 1
) ∑
α(d,i)
β(d/r,i)
(
d
α
) i∏
k=1
G(v)χ(αk 6=0 ou βk 6=0)χ(∑kj=1 αj−rβi≥0
),
ou` v = (αk, βk,min(βk,
k−1∑
j=1
αj
r
− βi), r,
∑k
j=1 αj − rβi)
Preuve : Par construction ∞OO⌣•
6. Fonctions de stationnement sur les chemins
sans diagonale incluse dans un hexagone.
De´finition 12 : Un chemin de r-Schro¨der avec contrainte (respectivement
les r-FSchro¨der avec contrainte ) est un chemin de r-Schro¨der (respectivement
un chemin de r-FSchro¨der), n’ayant aucun pas sous la droite de pente −r passant
par (0, n− h) (respectivement sous la droite de pente −1/r passant par (0, nr − h))
Dans un chemin de Schro¨der avec contrainte la forme entre deux diagonales non
conse´cutive est un hexagone possiblement de´ge´ne´re´. Afin d’e´tablir une formule comp-
tant les chemins de stationnement pour les r-FSchro¨der ayant une contrainte h, nous
allons dans cette section e´tablir une formule comptant le nombre de chemins de sta-
tionnements sans diagonale sont dans un hexagone.
Soit un hexagone de´fini par les points :
(0, a), (p, a), (b, q), (b, 0), (c, 0), (0, s),
a, b, s, q, r ∈ N, p, c ∈ R+,
1
r
=
a− q
b− p
=
s
c
, a ou b non nul et si a = c, alors a = 0 ou a 6= p
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Par abus nous nommerons cette forme hexagone, mais plusieurs cas sont possibles :
Cas 1, la forme est un pentagone tel que de´fini a` la section (4).
Cas 2, (b− c) + p ≤ b.
Cas 3, (b− c) + p > b.
Commenc¸ons par le cas 2. Si (b− c) + p ≤ b, les chemins dans l’hexagone doivent
tous avoir un pas vers la droite de´butant par (p, i), i ∈ {0, · · · , a− 1}. Cette colonne
divise l’hexagone en deux pentagones, l’un est tel que de´fini a` la section (4) et l’autre
est une rotation d’un angle pi d’un pentagone de´fini a` la section (4). Comme les rota-
tions ne changent rien au nombre de fonctions de stationnement contenues dans une
forme et que l’ensemble des valeurs possible pour l’aire gauche d’une ligne avant un
pas vers la droite est disjoint de l’ensemble des valeurs possible pour l’aire gauche
d’une ligne apre`s un pas vers la droite, nous pouvons faire le produit de combien de
fonctions de stationnement sont possible avant le pas droit par le nombre de possi-
bilite´s apre`s le pas et par comment permuter les deux ensembles.
De plus, le cas 2 inclu le cas 1 puisque la partie avant la colonne p est alors un
segment ou un rectangle qui ont e´te´ de´finie comme un pentagone a` la section (4).
De fac¸on similaire au cas 2, nous pouvons dans le cas 3 se´parer l’hexagone en
un pentagone et un hexagone plus petit par un pas vers la droite dans la colonne p.
Puisque les chemins dans l’hexagone doivent tous avoir un pas vers la droite de´butant
par (p, i) et que celui-ci ne peut pas eˆtre sous la diagonale de la contrainte nous de-
vons avoir i ∈ {max(0, s − pr), · · · , a − 1}. Comme ici les pentagones peuvent eˆtre
vus comme des hexagones, le cas 2 est inclus dans le cas 3.
Nous avons alors la formule (A` ve´rifier) :
H(a, b, p, r, q, s) =
q+(b−⌊p⌋−1)r∑
i=max(0,s−pr)
G(v) H(w)
(
a
i
)
Ou` v = (a− i, ⌊p⌋, ⌊p⌋ −max
(
s−i
r
, 0
)
, r,min(a− s, a− i))
et w = (i, b− ⌊p⌋ − 1, p− ⌊p⌋+ a−i
r
, r,min(i, q), i).
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7. Fonctions de stationnement sur les chemins
r-FSchro¨der ayant une contrainte
Tout comme a` la section (5) il suffit maintenant de multiplier les parties non
diagonales au multinoˆme : (
nr
d, r, · · · , r︸ ︷︷ ︸
n-d/r fois
)
Et de la meˆme fac¸on qu’a` la section (5) i hexagone de´ge´ne´re´e le nombre de fac¸ons
de partager les n− d/r pas en i parties est e´gal a` :(
n− d/r + 1
i+ 1
)
De la meˆme fac¸on qu’a` la section (5) nous trouvons le nombre de permutations
d’aire gauche pour i hexagones ayant au total d pas vers le bas et d/r pas vers la
droite et nous trouvons les valeurs avec lesquelles e´valuer H pour a, b, p, r, q. Il suffit
alors de remarquer que la valeur pour s est le minimum entre h et la somme de 1 a`
k des αj D’ou` la formule (a` ve´rifier) :
Chsch
r
n,d =
(
nr
d, r, · · · , r︸ ︷︷ ︸
n-d/r fois
) d+d/r∑
i=0
(
n− d/r + 1
i+ 1
) ∑
α(d,i)
β(d/r,i)
(
d
α
) i∏
k=1
H(v)χ(αk 6=0 ou βk 6=0)χ(∑kj=1 αj−rβi≥0
),
ou` v = (αk, βk,min(βk,
k−1∑
j=1
αj
r
− βi), r,
∑k
j=1 αj − rβi,min(h,
∑k
j=1 αj)).
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Annexe 1
Soit P ∈ P(0012). Rappelons que aire(α1) = 0, aire(α2) = 0, aire(α3) = 1, aire(α4) = 2.
[P(1),P(2),P(3),P(4)], qw(
∑4
i=1 q
aire(αi)−P(i)), w,
[0, 0, 1, 2], 4, 0,
[0, 0, 2, 1], 1 + 2q + q2, 1,
[0, 2, 1, 0], 1 + 2q2 + q4, 2,
[0, 2, 0, 1], 1 + q2 + 2q3, 2,
[0, 1, 2, 0], 2 + q + q3, 1,
[0, 1, 0, 2], 1 + 2q + q2, 1,
[2, 0, 1, 0], 1 + 2q2 + q4, 2,
[2, 1, 0, 0], 1 + q + q3 + q4, 2,
[1, 0, 2, 0], 2 + q + q3, 1,
[2, 0, 0, 1], 1 + q2 + 2q3, 2,
[1, 2, 0, 0], 1 + q + q3 + q4, 2,
[1, 0, 0, 2], 1 + 2q + q2, 1.
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